Банк заданий для подготовки к олимпиаде по информатике

1. Вычислительные задачи, использующие свойства натуральных чисел.
Задача 1
Вывести в порядке возрастания все обыкновенные несократимые дроби, заключенные между 0 и 1, знаменатели которых не превышают 15. Массив при этом заводить не следует.

Задача 2
Дан многогранник, в вершинах которого записаны целые числа.

Одним ходом можно выбрать одно ребро, и к числу, записанному в одном из его концов прибавить один, а из числа, записанного в другом конце - вычесть 1.

Какому необходимому и достаточному условию должны удовлетворять записанные числа, чтобы с помощью таких ходов можно было добиться, чтобы во всех вершинах был одновременно записан ноль? Ответ обосновать.
Задача 3
Число называется совершенным, если оно равно сумме всех своих делителей за исключением его самого. Любое четное совершенное число представимо в виде 2p-1 * (2p - 1), где р натуральное число.

Найти двоичное представление для максимального совершенного четного числа меньшего введенного N.

Задача 4

Заданы натуральные числа E,K,M,T в записи химической реакции

ХеАk + Y -> YmAt + X,

где A,X,Y - атомы или группы атомов. Написать алгоритм, который находит такие натуральные коэффициенты, чтобы знак "стрелки" можно было заменить знаком равенства.

Задача 5

Вводятся целые числа a и b. Пусть у треугольника ABC координаты A=(0,0), B=(a,b), а обе координаты C=(x,y) - целые числа, и площадь треугольника ABC не равна нулю.

Какую минимальную площадь может иметь треугольник ABC?

Задача 6

Имеется N банок с целочисленными объемами V1, ..., Vn литров, пустой сосуд и кран с водой. Можно ли с помощью этих банок налить в сосуд ровно V литров воды.

Задача 7

Функция f с натуральными аргументами и значениями определена так: f(0)=0, f(1)=1, f(2n)=f(n), f(2n+1) = f(n) + f(n+1). Составить программу вычисления f (n) по заданному n, требующую порядка log n операций 

Задача 8
Вывести на экран число 2n, n<=10000, n - натуральное.

Задача 9
Определить количество повторений каждой из цифр 0,1,2,...,9 в числе NN (N в степени N), N <= 1000.

Задача 10
Вводится N. Необходимо найти, на сколько нулей оканчивается N!=1*2*3*...*N.

Задача 11
На входе программе даются два числа N и P. Программа на выходе должна дать такое максимальное число M, что N! делится на P в степени M, но не делится на P в степени M+1.

Примечание.

1.Числа N и P так велики , что нет смысла считать значение N!.

2.Числа N и P являются натуральными.

Задача 12

Натуральное число N>1 представить в виде суммы натуральных чисел так, чтобы произведение этих слагаемых было максимально.

2. Перебор
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Задача 1.

Построить алгоритм, выдающий без повторений все перестановки N чисел.

Задача 2

Сгенерировать все подмножества данного n-элементного множества {0,..., n-1}.

Задача 3.

Сгенерировать все k-элементные подмножества множества A из N чисел, A={1, 2, ..., N}.

Пример: N=3, k=2, подмножества {1,2}, {1,3}, {2,3}.

Задача 4

Во время поездки на поезде девочка заменила в названии поезда каждую букву ее номером в русском алфавите и получила запись из единиц и двоек "211221-21221". Определить откуда и куда идет поезд?

Задача 5.

Данные N косточек домино по правилам игры выкладываются в прямую цепочку, начиная с косточки, выбранной произвольно,в оба конца до тех пор, пока это возможно. Построить алгоритм, позволяющий определить такой вариант выкладывания заданных косточек, при котором к моменту, когда цепочка не может быть продолжена, "на руках" останется максимальное число очков.

Задача 6.

a) В написанном выражении ((((1?2)?3)?4)?5)?6 вместо каждого знака ? вставить знак одной из 4 арифметических операций +,-,*,/ так, чтобы результат вычислений равнялся 35 (при делении дробная часть в частном отбрасывается). Найти все решения.

б) Вводится строка не более чем из 6 цифр и некоторое целое число R. Расставить знаки арифметических операций ("+", "-", "*", "/"; минус не является унарным, т.е. не может обозначать отрицательность числа; деление есть деление нацело, т.е. 11/3=3) и открывающие и закрывающие круглые скобки так, чтобы получить в результате вычисления получившегося выражения число R. Лишние круглые скобки ошибкой не являются.

Например: Строка 505597, R=120: ((5+0)*((5*5)-(9/7)))=120.

Задача 7.

Построить все слова длины n>0 в алфавите скобок "(" и ")", представляющие правильные скобочные записи.

Задача 8.

Составить программу, которая печатает все различные представление числа N в виде всевозможных произведений (сумм) K натуральных чисел (N, K-вводятся, 1<K<N ). Если К=0, то выдать все возможные произведения (суммы). Представления чисел, отличающихся только порядком сомножителей (слагаемых), считаются одинаковыми.

3. Игровые задачи.

Задача 1
На шашечной доске размера n x n её верхний правый угол имеет номер (1,1). В позиции (i,j) стоит фишка, которая может двигаться по правилу, показанному на рисунке (допустимые ходы обозначены х, шашка - О). Фишка не может дважды ставиться на одно и то же поле.

Играют двое, по очереди двигая фишку. Выигрывает поставивший фишку в позицию (1,1).

Для введённых i,j определить, может ли выиграть первый игрок при наилучших ходах второго.

Написать программу, где первый игрок - компьютер.
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Задача 2
Есть две обезьяны и куча из L бананов. Обезьяны по очереди, начиная с первой, берут из кучи бананы, причем 1-ая обезьяна может при каждом очередном ходе взять из кучи либо a1, либо a2, либо ... aS бананов (а1 <a2 <...<aS), а 2-ая при каждом очередном

ходе --либо b1, либо b2, либо ... bK бананов (b1 <b2 <...<bK ). Нумерация индексов при a и b не имеет никакого отношения к номерам ходов обезьян Выигрывает та обезьяна, которая на своем ходе не может взять банан(ы) (либо потому, что их не осталось, либо потому что бананов осталось меньше чем a1 (при ходе первой обезьяны) либо b1 (при ходе второй обезьяны)).

Определить может ли выиграть первая обезьяна при наилучших ходах соперницы, которая также стремится выиграть. Все входные данные - натуральные числа.

Задача 3
Вводится целое число K>=1. Бумажная полоса разбита на N клеток (K <= N <= 40).Играют двое, по очереди выбирая и зачеркивая K пустых смежных клетки. Выигрывает сделавший последний ход.
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1)Ввести N и определить, имеет ли игрок 1 выигрышную стратегию ( т.е. может ли игрок 1 выиграть при наилучших последующих ходах игрока 2). Сообщение вида 'У игрока 1 (не) существует выигрышная стратегия'.

2)Для N определить, имеет ли игрок 1,сделав заданный первый ход, выигрышную стратегию.

3)Провести игру для N и первого хода игрока 1. За второго игрока играет программа. Ходы первого вводятся с клавиатуры. Цель второго игрока -победа. Ход задается индекcoм ячейки L (1<=L<=N-K+1).При этом вычеркиваются клетки с индексами от L до L+K-1.После каждого хода выводится текущая позиция в виде

1  2  3  ...  n     *    *

Сверху печатается номер позиции. Зачеркнутые клетки помечаются символом '*'. В конце игры выдать сообщение 'Победа игрока 1(2)'. При вводе N и K выдать подсказывающие сообщения 'N>'и 'K>', при вводе хода - 'Ход игрока 1>'.Предусмотреть контроль корректности входных данных.
Задача 4
На линейке из m клеток в разных концах стоят две фишки, которые ходят по очереди. Каждая из фишек может ходить влево или вправо не более чем на К клеток (m<=80;К<=m-2). При этом нельзя перешагивать через фишку и нельзя оставаться на месте. Фишка проигрывает, если она не может сделать ход. Написать программу, реализующую выигрышную стратегию для одной из фишек. При этом разрешается передача хода в самом начале игры. Предусмотреть контроль входных данных.
Задача 5

Янис и Петрис играют в следующую игру. Петрис загадывает декартовы координаты двух различных точек A(Ax,Ay) и B(Bx,By). Известно, что среди чисел Ax, Ay, Bx, By нет двух одинаковых. Янис может задавать вопросы только следующего вида: "Какое расстояние от точки P(Px,Py) до точки A (до точки B)?", где Px и Py - числа. В ответ Петрис называет число, которое является длиной отрезка PA (или, соответственно, PB). Определить, какое наименьшее количество вопросов должен задать Янис, чтобы он смог назвать координаты какой-либо точки, находящейся на серединном перпендикуляре отрезка AB, независимо от того, какие точки загадал Петрис. Описать, как найти эту точку. Ответ обосновать.

Задача 6

Известно, что среди 13 монет есть одна отличающаяся по весу (тяжелее одна или легче - неизвестно). За 3 взвешивания на чашечных весах найти эту монету.

Задача 7

"Быки и коровы"

Пользователь загадывает число из 4 цифр, каждая из которых от 1 до 6, причем все цифры различны. Разработать алгоритм, который угадывает число по следующим правилам: выводится число и пользователь сообщает, сколько в нем "быков" и "коров", т.е. сколько цифр стоят на своих местах и сколько цифр содержатся в обоих числах, но совпадают лишь по значению. Например, пусть загадано число 1264, спрошено 1256. В этом случае 2 быка (1,2) и одна корова (6). 

Модификация: Правила игры те же, но загадывается 6-значное число с цифрами от 1 до 9, причем среди цифр допускаются одинаковые.

Примечание: Спрошенное число должно удовлетворять правилам для загадываемого; компьютеру на ход дается 1 минута.

4. Рекурсия

Задача 1

Пусть x=(a1,a2,...,am) и y=(b1,b2,...,bn) - две заданных строки символов.

Определим d(x,y) как минимальное число вставок, удалений и замен символа, которое необходимо для преобразования x в y.

Например: d(ptslddf,tsgldds)=3
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Для заданных x и y найти d(x,y).

Задача 2
Вводится три неотрицательных числа d, i, c и две строки X и Y. Найти преобразование строки X в Y минимальной стоимости. Допустимы следующие три операции:

удалить любой символ из X (стоимость операции d);

вставить любой символ в X (стоимость операции i);

заменить символ в X на произвольный (стоимость операции e).

Задача 3
Даны две строки x и y. Строка x состоит из нулей и единиц, строка y из символов A и B. Можно ли строку x преобразовать в строку y по следующему правилу: цифра 0 преобразуется в непустую последовательность букв A, а цифра 1 - либо в непустую последовательность букв A, либо в непустую последовательность букв B?

Задача 4
Пусть известно, что для перемножения матрицы размера n*m на матрицу размера m*k требуется n*m*k операций. Необходимо определить, какое минимальное число операций потребуется для перемножения n матриц А1,...Аn, заданных своими размерами n(i)*m(i). При этом можно перемножать любые две рядом стоящие матрицы, в результате чего получается матрица нужного размера.

Замечание:

n(i) - число строк в матрице Ai
m(i) - число столбцов в матрице Ai
n(i)=m(i)+1.

Задача 5

а) Из последовательности, состоящей из N чисел, вычеркнуть минимальное количество элементов так, чтобы оставшиеся образовали строго возрастающую последовательность.

б) Из заданной числовой последовательности A[1..N] вычеркнуть минимальное число элементов так, чтобы в оставшейся подпоследовательности каждый последующий элемент был больше предыдущего кроме, быть может, одной пары соседних элементов (одного "разрыва" возрастающей подпоследовательности).

Например: A=(1,2,3,2,4,3,4,6);

Искомая подпоследовательность (1,2,3,2,3,4,6)

Разрыв подчеркнут. ---

б) Из заданной числовой последовательности A[1..N] вычеркнуть минимальное число элементов так, чтобы в оставшейся подпоследовательности каждый последующий элемент был больше предыдущего кроме, быть может, m пар соседних элементов (возрастающая подпоследовательность с m "разрывами").

Задача 6
В заданной последовательности целых чисел найти максимально длинную подпоследовательность чисел такую, что каждый последующий элемент подпоследовательности делился нацело на предыдущий.

Задача 7
Возвести число А в натуральную степень n за как можно меньшее количество умножений.

Задача 8
Заданы z и y - две последовательности. Можно ли получить последовательность z вычеркиванием элементов из y.

Задача 9
Найти максимальную по длине последовательность z, полученную вычеркиванием элементов как из x, так и из y.

Задача 10
Пусть x и y - две бинарных последовательности (т.е. элементы последовательностей - нули и единицы); x и y можно рассматривать как запись в двоичной форме некоторых двух натуральных чисел. 

Найти максимальное число z, двоичную запись которого можно получить вычеркиванием цифр как из x, так и из y. Ответ выдать в виде бинарной последовательности.
5. Методы сортировки

Задача 1.

Предположим, что имеется некоторый кусок ленты, разделенный на кадры. Кадры занумерованы с двух сторон. Полоска ленты склеена в лист Мебиуса. Необходимо составить алгоритм упорядочения этой последовательности, предположив, что соседние кадры можно переставлять, (естественно, в упорядоченной последовательности будет один "скачок" от минимального элемента к максимальному). Следует учесть, что при перестановки кадров переставляются числа с обеих сторон кадров. Пример:

Есть 2 кадра [image: image5.png]



А1, В1 - одна сторона кадров,

А2, В2 - другая.

Пусть А1=1, А2=2, В1=7, В2=3. Тогда после перестановки содержащего А В будет А1=7, А2=3, В1=1, В2=2).

Всегда ли такое упорядочение возможно?

Задача 2.

Имеется N камней веса А1,А2,...,АN.

Необходимо разбить их на две кучи таким образом, чтобы веса куч отличались не более чем в 2 раза. Если этого сделать нельзя, то указать это.

Задача 3.

Имеется N человек и целые числа А1, ..., AN; человека i необходимо познакомить с Аi людьми. Можно ли это сделать?

Задача 4
Даны две целочисленных таблицы А [1:10] и В[1:15]. Разработать алгоритм и написать программу, которая проверяет, являются ли эти таблицы похожими. Две таблицы называются похожими, если совпадают множества чисел, встречающихся в этих таблицах.

Задача 5
На прямой окрасили N отрезков.Известны координата L[I] левого конца отрезка и координата R[I] правого конца I-го отрезка для I=1, ..., N. Найти сумму длин всех окрашенных частей прямой.

Примечание. Число N столь велико, что на выполнение N*N даже простейших операций не хватит времени.

МОДИФИКАЦИЯ. На окружности окрасили N дуг. Известны угловая координата L[I] начала и R[I] конца I-ой дуги (от начала к концу двигались, закрашивая дугу, против часовой стрелки). Какая доля окружности окрашена?

Задача 6
Имеются числа А1,А2,...,АN и B1,B2,...,BN. Составить из них N пар (Аi, Bj) таким образом, чтобы сумма произведений пар была максимальна (минимальна). Каждое Ai и Bj в парах встречаются ровно по одному разу.

Задача 7
В музее регистрируется в течение дня время прихода и ухода каждого посетителя. Таким образом за день получены N пар значений, где первое значение в паре показывает время прихода посетителя и второе значения - время его ухода. Найти промежуток времени, в течение которого в музее одновременно находилось максимальное число посетителей.

Задача 8
Упорядочить по невозрастанию 5 чисел за 7 операций сравнения.

Задача 9
Задаются число n>1 - размерность пространства и pазмеpы М n-мерных параллелепипедов (ai1 , ..., ain), i=1,...,M.

Паpаллелепипед может располагаться в пространстве любым из способов, при которых его ребра параллельны осям координат. Найти максимальную последовательность вкладываемых друг в друге паpаллелепипедов.

Задача 10
Пусть A - множество из N натуральных чисел. Ваша программа должна определить, существует ли по крайней мере одно подмножество B множества A, имеющие cледующее свойство (*) для любых X,Y,Z из B, X<>Y<>Z<>X,

X+Y+Z <= {t: t из B\{X,Y,Z}},    тут B\{X,Y,Z} означает 'множество B без элементов X,Y и Z'.

В случае положительного ответа программа должна найти подмножество B, удовлетворяющее условию (*) и состоящее из максимально возможного числа элементов.

6. Структуры данных
Задача 1

Вводится последовательность, состоящая из N пар символов (ai,bi). Каждая пара определяет порядок предшествования символов, например, пара (b,с) означает, что символ "b" предшествует символу "с". Из порядка (b,с) и (с,a) следует порядок (b,a). Необходимо определить, является ли введенная последовательность:

а) полной, т.е. все использованные для формирования пар символы (выбросив повторяющиеся) можно выстроить в цепочку (A1,A2,...,As) в порядке предшествования;

б) противоречивой, т.е. для некоторых символов x,y можно получить одновременно порядок как (x,y) так и (y,x);

Задача 2.

Вокруг считающего стоит N человек, из которых выделен первый, а остальные занумерованы по часовой стрелке числами от 2 до N. Считающий, начиная с кого-то, ведет счет до M. Человек на котором остановился счет, выходит из круга. Счет продолжается со следующего человека и так до тех пор, пока не останется один человек. 

Определить

a) номер оставшегося человека, если известно M и то, что счет начинался с первого человека;

b) номер человека c которого начинался счет, если известно M и номер оставшегося человека L.

Задача 3.

Задана полоска длиной 2k клеток и шириной в одну клетку. Полоску сгибают пополам так, чтобы правая половинка оказалась под левой. Сгибание продолжают до тех пор, пока сверху находится больше одной клетки. Необходимо пронумеровать клетки таким образом, чтобы после окончания сгибания полосы номера клеток в получившейся колонке были расположены в порядке 1,2,3,4,...,2k.

Задача 3.1.

"Полоска". 

Расположенную вертикально прямоугольную бумажную ленточку с закрепленным нижним концом стали складывать следующим образом: - на первом шаге ее согнули пополам так, что верхняя половина легла на нижнюю либо спереди (П - сгибание) либо сзади (З сгибание); - на последующих n-1 шагах выполняли аналогичное действие с получающейся на предыдущем шаге согнутой ленточкой, как с единым целым.

Затем ленточку развернули , приведя ее в исходное состояние. На ней остались сгибы - ребра от перегибов, причем некоторые из ребер оказались направленными выпуклостью к нам (К - ребра), а некоторые - от нас (О -ребра). Ребра пронумеровали сверху вниз числами от 1 до 2n-1.

А. Составить программу, запрашивающую строку символов из прописных букв "П" и "З", определяющую последовательность типов сгибаний, - номер ребра, и сообщающую тип этого ребра, получившийся после заданной последовательности сгибаний.

Б. Составить программу, запрашивающую строку символов из прописных букв "О" и "К", где нахождение на i-том месте символа "О" или "К" определяет тип ребра на расправленной полоске, и выдающую строку из прописных "П" и "З", определяющих последовательность типов сгибаний, посредством которых получена ленточка с исходной последовательностью ребер. Если такой строки не существует, сообщить об этом.

Задача 4.

Квадрат разбит на 4k равновеликих квадратных клеток. Квадрат перегибается поочередно относительно вертикальной (правая половина подкладывается под левую) и горизонтальной (нижняя половина подкладывается под верхнюю) оси симметрии до тех пор, пока все клетки не будут расположены друг под другом. Требуется занумеровать клетки исходного квадрата таким образом, чтобы в результате выполнения операций перегиба номера клеток, расположенных друг под другом, образовали числовую последовательность 1,2,3,...,4k, начиная с верхней клетки.

Задача 5.

Даны обозначения двух полей шахматной доски (например, A5 и C2). Найти минимальное число ходов, которые нужны шахматному коню для перехода с первого поля на второе.

Задача 6.

Дана конечная последовательность, состоящая из левых и правых скобок pазличных заданных типов. Как определить, можно ли добавить в нее цифры и знаки арифметических действий так, чтобы получилось правильное арифметическое выражение.

Задача 7.

В городе расположены n автобусных остановок, обозначенных числами из N={1,2,....,n}. Имеется R автобусных маршрутов, заданных последовательностями соседних остановок при движении автобуса в одном направлении:

М1={I11,I12,...,I1m1},

М2={I21,I22,...,I2m2},

.....

Mr={Ir1,Ir2,...,Irmr},

где Ijk натуральное.

Написать программу, которая по заданным номерам остановок I и J определяет наиболее быстрый путь перемещения пассажира из остановки I в остановку J с использованием имеющихся маршрутов автобусов при условий, что время движения между соседними остановками у всех маршрутов одинаково и в 3 раза меньше времени изменения маршрута. Кроме того, автобусы могут двигаться в обоих направлениях.

Задача 8
Одинокий король долго ходил по бесконечной шахматной доске. Известна последовательность из N его ходов (вверх, вниз, влево, вправо, вверх-влево и т.п.).Написать программу, определяющую побывал ли король дважды на одном и том же поле за минимально возможное при заданном N число вычислений.

Задача 9
По кругу расположено N монет гербами вверх и M монет гербами вниз. Обходя круг по ходу часовой стрелки, переворачивает каждую S -тую монету. В первый раз счет начинается с герба. В каком порядке надо расставить монеты, чтобы после K ходов стало L монет, лежащих гербами вверх.

Задача 10
N серых и M белых мышей сидят по кругу. Кошка ходит по кругу по часовой стрелке и съедает каждую S -тую мышку. В первый раз счет начинается с серой мышки. Составить алгоритм определяющий порядок в котором сидели мышки, если через некоторое время осталось K серых и L белых мышей.

Задача 11
Из листа клетчатой бумаги размером М*N клеток удалили некоторые клетки. На сколько кусков распадется оставшаяся часть листа? 

Пример. Если из шахматной доски удалить все клетки одного цвета, то оставшаяся часть распадется на 32 куска.

МОДИФИКАЦИЯ. То же, но перед удалением клеток лист склеили в цилиндр высотой N.

Задача 12
Имеется n черных и белых карточек, сложенных в стопку. Карточки раскладываются на стол в одну линию следующим образом: первая кладется на стол, вторая под низ стопки, третья- на стол, четвертая - под низ стопки и т.д., пока все карточки не будут выложены на стол. Каким должно быть исходное расположение карточек в стопке, чтобы разложенные на столе карточки чередовались по цвету: белая, черная, белая, черная и т.д.

Задача 13
Есть министерство из N чиновников, где N натуральное число. У каждого из чиновников могут быть как подчиненные, так и начальники, причем справедливы правила: подчиненные моего подчиненного мои подчиненные, начальники моего начальника - мои начальники, мой начальник не есть мой подчиненный, у каждого чиновника не более одного непосредственного начальника.

Для того чтобы получить лицензию на вывоз меди необходимо получить подпись 1-ого чиновника - начальника всех чиновников. Проблема осложняется тем, что каждый чиновник, вообще говоря, может потребовать "визы", т.е. подписи некоторых своих непосредственных подчиненных и взятку - известное количество долларов. Для каждого чиновника известен непустой список возможных наборов "виз" и соответствующая каждому набору взятка. Пустой набор означает, что данный чиновник не требует виз в данном случае. Чиновник ставит свою подпись лишь после того, как ему представлены все подписи одного из наборов "виз" и уплачена соответствующая взятка.

Необходимо определить и вывести минимальный по сумме уплаченных взяток допустимый порядок получения подписей для лицензии и стоимость.

N<100. Количество наборов для каждого чиновника не превосходит 15.

